7. VEKTORSKA ANALIZA

PREGLED TEORIJE
7.1. Ako je u oblasti ¥ definisana funkcija
U=U(T)=U(x’ ¥ 2) (T(x, y, V), n

tada kaYemo da je zadano skalarno polje. Uz odredene pretpostavke o
funkciji (1) relacija
U(x, y,2)=C 2

predstavlja neku povrs. Ta povr§ zove se ekviskalarna povrs ili nivo-povr§
skalarnog polja (1).

7.2. Ako je T,(X,» Yo» 2,) zadana unutra$nja tatka iz ¥, a
€—cos & i + oS [37+ cosy k 3)
zadan jedini¢ni vektor, tada je relacijom
f()=U (x,+tcosa, y,+1cosB, Zy+tcosY) 4

definisana funkcija f(f) u nekoj okolini tatke ¢=0. Ukoliko je funkcija (1)
diferencijabilna u tagki 7T,, tada funkcija (4) ima izvod ‘

f (t)t-o = Ux' (Xg5 Yo» Z,) €Os & + Uy, (X0 Yos zo) cos 3 +
LU, (X5 Yo» 70 cosy = grad (U) - e. (5)
Pri tome je
grad (U)=U, i+U, 7+ U, k. | 6)
Izraz (5) zove se izvod funkcije (1) u tacki T, u smjeru jedini¢nog
- . N oU
vektora e i oznafava se sa — . Prema tome,

de

a—g=grad (U)-Z N
oe



Izraz (5) mjeri brzinu promjene funkcije (4) u ta&ki ¢=0. Dakle,
izraz (6) mjeri brzinu promjene funkcije (1) u ta¢ki T, i to u smjeru

vektora e. Odmah se vidi da je ta brzina najveéa kad se smjer vektora e
podudara sa smjerom vektora (6).

Iz relacije (2) slijedi dU=0, tj

grad (U)-dr=0

odakle se (jo§ jednom) vidi da vektor (6) predstavlja (neobavezno jedi-
ni¢ni) vektor normale na ekvigkalarnqj poyrii (2)., -

7.3. Uvodenjem dferencualnog op\.ratora nabla (Hamnlton)

o 5 ,.
V:——l-f—-—-—— +_k i HF2 P 8
Tox 4 oz oar @
mo¥e se za svaku dlferencuabllnu funkcuu U(x, y;' z) pisati

< grad (U)=NVNU..- (9)
Operator nabla ima sljedede osobme: o s
VW+V)= V(U)+V(V) | |
V(C-U)=C-V(U) LT o)
VU-N-U.Y@)+V-VOU). |
7.4. Ako je u oblasti V definisana vektorska funkcija

F=F(T)=P(x, y, z)z+Q(x, Vs 2)J+.R(x, P Z)k,, L an

gdje je T(x, y, 2)EV, tada se kagg da je zadano vektorsko pol)e

Ako je zadano skalarno polje (1) onda uz pretpostavku da Je funk—
cija Uy, 2y diferenon]abxlm imamo 'vckmko polje RPN :

- grad(U) o T ('1'2)

Vektorsko polje ( 12) zove se potencualno pol_]e skalarno polje (1) je
(skalarni) potencijal tog. polja. - -

Primijetimo da je (skalarni) potencual potencualnog polja odreden
samo do aditivne konstante

7.5. Ako kriva = r(t) ima osobmu da u SVakO] svojoj talki dira
vektor. 'vektorskog polja (11) pridruZen -toj:tatki, tada se ta kniva.zove vek-
torska linija polja (11). U sluaju polja sila vektorske hnue polja naznva-
ju se silnice.

Vektorske linije polja (11) su rjeSenje sistema diferencijalnih Jednaéma
a  dy.. U de
P(x,y,2) Q(x,»,2) R(x,y, 2)

(=d). (13)



7.6. Uz prirodne pretpostavke o njegovim komponentama P, Q i R,
diferencijalni operator nabla moZe se primijeniti i na vektorsko polje (11).
Kako je tom operatoru data uloga vektora, moZe Se to uciniti na dva
nadina: skalarnim i vektorskim mnoZenjem. Tako se dolazi do sljedeé¢a dva
diferencijalna operatora prvog teda koji se primjenjuju na vektore. Skalar-
nim mnoZenjem dobijamo operator divergencije

0P (x, y, z)+0Q(x, ¥, z)+0R(x, ¥ 2)
ox oy oz

div (F)=V.F= (14)

Vektorskim mnoZenjem dobijamo operator rotor (rotacija):
i

i Kk
rot(?‘)=VxI_;= _‘)_ 9 9 : (1
Jdy 0z

P QO R

Operator divergencije ima ove osobine:
div (F + G) = div (F) + div (G)
div (U- F)=U-div (F) + F- grad (U) (16)
div (Fx &)=V (Fx G = G- (Vx F) = F-(Vx &)
— G- rot (F) — F-rot (G).

Pomoéu operatora divergencije moZe se prikazati

- -

—_ - -> - —> —_ - -
grad (F- G) = FXrotG+GXrotF+ (FV) G+(GV)F (17)
Za operator rotor imamo:
rot(F+5)=rot (F—'3+rot(5)
tot (U- F) =U-rot (F) — F x grad (U) (18)
rot (Fx G)=Vx (FxG)=G-(V-F)=(G-V)F
_F-(V-G)+(F-V)G.
Pri tome je uveden operator B
- 0 ) o0 '
F.V)=P—+Q0—+R— 19
(F-V) Yo Qoy Y (19)
koji se na vektor
G=Xi+Yj+2Zk



pnchnJuJe ovako: : Aen ity
" mir (F V)G=(R,-§§+.Qei’—~r+a "—X)u; :
X..

o 0y 02
+‘(PS‘9X+Q ”+R ?3-’) N 20)
()y 0z

(P 2—+Q ———+R Z)'y
dx 9
7.8. Ako funkcua 1) ima lZVOdC do zakljuéno drugog reda tada na

vektorsko polje grad (U) moZemo primijeniti svaki od operatora div i rot.
Primjenom operatora div dobijamo (Laplasov operator):

A=V (©)=V (VU)= div (grad (U)) =
02U+¢)2U dZU
o0X? ¢)y2 dzz

Primjenom operatora rot, uz. pretpbstaxku,da ~su_ mjeSoviti drugi- izvodi
funkcije U medusobno Jednakx dobuamo

@n

‘ rot (grad(U)) o 2)
Za potencnjalno pol_]e F dakle, vn]edn h

rot (F) (23)
ukoliko su komponente- polja F takve da imaju neprekidne prve parcijalne
izvode. Kasnije ¢emo vidjeti da ‘zapravo ~rijedi ¥ obrnuta tvednja.-

7.9. Ako komponente véﬁtofskog g‘*;ic.'{!ja G imaju parcijalne izvode
do zakljuno drugog reda, tada na vektorsko polje rot ((_3:} moZemo pri-
mijeniti operator le i operator rot anjencm operatora div dobijamo

dlv(rotG) 0 “’ (24)

ukohko su odgovarajucl drugl mJe§ovm 1zvod1 komponenata polja G me-
dusobno jednalki, $to je'sigurno sludaj kad su- ti mjeSoviti izvodi neprekidni.

Za vektorsko polje_

S
STV

kaze s da je solengidalno. , Uz odredene .pretpostavke za solenoidalno
polje (25), prema (24), vrijedi &

w@B-0 26)



Za solenoidaino vektorsko polje (25) polje
G=X(x,y,2) i+ Y(x,3,2) J+Z(x, y, D)k @7)

zove se vektorski potencijal polja F. Vektorski potencijal solenoidalnog

polja nije jednozna¢no odreden, jer ako (25) vrijedi za 6, tada ta relacija

vrijedi i za vektorsko polje G+ grad(U), pri ¢emu je U bilo koje ska-
larno polje koje ima (neprekidne) izvode drugog reda. Za svako vektorcko
polie (11) za koje vrijedi (25) i &ije komponente imaju neprekidue parci-
jalne izvode postoji vektorski potencijal (27) za koji je &ak Z(x, y, z)=0.

Preostale dvije komponente polja G su rjcSenje sistema parcijalnih dife-
rencijalnih jednacina

X _p o X 2 p Ty



tj.

dakle,

LZADACI

- 321 Pokazat1 da Je a- da—[al d(]a])

za svaku vektorsku funkcn_]u 2

Rjesenje. a~a=|a|-]a[ :>a-da={_[;|~7d“(];|): ‘
N I S R O
322. Pokazati da iz jednakosti 72—=r f(r) slijedi r x ;—=c,
t t

Rjesenje, PomnoZimo datu jednakost vektorski sa 7. Dobi¢emo

-
- d?r

rx—=;’><;> r)=0,
=Tl )

d (_r'x,‘ﬁ) -0

dt

-
- dr —
rxX—=_¢.

dt
323, Odrediti ekviskalarne povrsi funkcije:

A f(N=Irl,  BfO=x+y—z, ) f(D=x+)2-2,
d) £ )=xy.

Rjcsenje. Ekviskalarne povr¥i su: a) sfere |7| =¢, tj. x24+y2+22=c2.
b) Paraboloidi x2+)2—z=c, tj. z=x2+)2~c.
¢) Konusi x2+)y?=22+c¢.

d) Cilindri y=—

Odrediti vektorske linije vektorskog polja @

-

324. Z=§, r=[r|).  325.a=cxr (c=const).

r



326, a—(x*—y*—22) i +2xyj+2xzk.

327. :z’=x(y—z)—1r +y(z-x)7+z(x—y)_’;-

Rjesenja:
324. Diferencijalne jednadine vektorskih linija su
d_x__dy_dz
a a a ,
tj. u ovom slucaju
f{f dy a'z

x y z
Vektorske linije su, dakle, prave y=C,x, z=C, x.

325. Diferencijalnu jednaginu vektorskih linija napisac¢emo u obliku

dr=a-1,
ti. ~
dr=(cxr)-h (1)

Mnozeéi jednaginu (1) jedanput sa ;: a drugi put sa 7dobija se

redr—0 ' Q)

c-dr=0. (3)

1z (2) se dobua d(r2) 0 a iz (3) d(c r) 0. Vektorske linije su,
dakle, kruZnice r- r—C‘,, cor= C,.

326. Vektorske linije su integralne krive sistema.

de _dy _ dz
x2—y2—2z2 2xy 2xz s
To su krive:
2 2 2
i_Cl’ P +y_+z =C2
y y

327. x+y+z=C,, xyz =C,.

328. Odrediti gradient funkcije f(x, y, z)=3x2-3y2+2z2-2xyz u
tagki (1, 1, 0).



f—f of 7. ofy
0y t)z
grad f—(6x—2y2) i+(~6y—2x2)]+(22-2xp)k; -
grad f(1, 1, 0)=6 i—6j—2k.

329. Odrediti - gradient ' skalarnog polja f (r) x3+y’+z3 3xyz u
tagki (2, 1, 1). U kojim tatkama je grad f (r) 0, a u kojima
k- gradf(r) 0? -

RjeSenje. .

grad f=(3 x2— 3yz)?+(3y2—3xz)7+(322~3xy)IZ
grad f2, 1, D=97i—3j-3 k. S e |
grad f=0<3x2—-3yz=0, 3y-— 3xz=0, 3z2-3xy=0.

' MnoZenjem prve jednaline sa x, drage sa y; trefe.sa‘z i oduzxma—
njem dobija se

grad f=0ox3=)3, x}=23,
odnosno, grad f=0 duZ prave x=y=z.

Rjesenje. grad f=

“

k-gradf=0 ako je 322-3xy=0, tj z=+}xy.

330. Dato. je skalarno polje f(;)alni,,gdje je

r=V(x—a@+(y—b?*+(z—c),a A(a, b, ¢) neka fiksna tatka. U kojim
tatkama prostora Oxyz je |grad f|=1?
Rjesenje. |r |=r=1
331, Dokazati da je
a) grad (u-v)=u grad v+ gradu i
b) grad (_)=v gradu—ugradv’
v v

c) grad f (u)=f" (u) grad u.

332. Odrediti grad f (r).

RjeSenje. '

grad f(r)=f'(r)- grad r. ,

Kako je, s jedne strane, dr= grad rodr a, s druge strane, rdr=r rdr r,

-

tj. dr——-—-dr, to slijedi
r

~)

grad r=—.



Sada je grad f(r)=f" (") -
r

Ako su a i b konstantni vektori, a r vektor polozaja tacke

M(x, y, 2), (7=x ?+ y7+zz>), dokazati da je:

(a r) r X (;x_l;)
333. grad — , 334. grad (a X r)2 2 [(a x r) X a]

61 (berp

Rjesenja:
(ar b-r radar a-r radbr
333, grad ﬁ)()g()()g()
) G- ry

(b-ry-a—(a-r)-b

jer je grad (Z-B:Z Koriste¢i jednakost za dvostruki vektorski proizvod

- = —

Ax(BxC)=B-(C-A)—C(A-B

N’

slijedi data jednakost.

334. Gradient ¢éemo odrediti pomoéu jednakosti
d f—grad f-dr. o )

Za f=(axr) bice
df=2(axr)-(@xdr). )
Kako za mjeSoviti proizvod X (E X 55 vazi
X-(Ex E)=E(Ex ,Z)=(T-(X><E),
to iz (2) slijedi
df=2[@xnr xa)-dr. ‘ 3)
Uporedivanjem (1) i (3) slijedi data jednakost.‘
335. Pokazati da je
Au-vy=ulbv+vAu+2(Vu- (Vv),
pri ¢emu je
0 o —0

V=i -—-+J—-+k——
ox Oy 0z



‘2 s .‘4" <y
A=V2=(az+o +al).'
ox2 dy2 c)z»2

336. Pokazatl da je A—no. s
r

: Naéx 1zVod funkclje f (x, > zZ)u pravcn vektora Py u taékl M
337. f x, ¥ 2)=x%+yz, P (cos a, cosﬁ cos Y), M(O 0, l).

s 338.f(x, ¥ z)=x+x2y+y z, e=1+31+3k M(l 1, 1).

339. f(x, y, 2z =——-+—-+—, e= =xt+ +zk M (x, y, 2).
[y 2) 2teta Yi x> 3 2)

340. f (x, y, 2), €=grad [ M(x, 3, 2).

RjeSenja:
. 337. Izvod funkcqe f u pravcu (Jedlménog) vektora e (cos «, cos B,
cosy) je
7 g}adfi—eréaf oS a+af cos B+— 9f cos Y.
de ox oy 0z
Kako je ——‘-f—2x, 2{.,::, Qv{=y, to je el L
ox oy 0z
L =2x cosa+2zcosB+ycosy.
de
U datoj tatki M (0 0, l) je
df ( ) —cosB
de D
338. Kako e nije jedini¢ni vektor, to je
L
) de le|
Znaéi, REIREE R SER R S L FARCE E I NS
dj 3 3
LA =(1 +2xy) ——+(x2+2yz) ety —,
de 9 V19 V19



a datoj tatki M(1, 1, 1) ,
| df M _1s

de V19

339. Kako je grad f(r)=2 (-’;- T+ LT i?)',
. a

b 2
to je
YO _graa 1. L= (5 To 2 Jr 57 L2LED -
dr ] a@ b ¢ | r|
2 2 e ’
) 5
|rl Ir]
df(M)  grad f(M)
I _grad f(M). =—————=|grad f(M)|.
erad ) (M) grad J| | grad f(M)|

Po. definiciji odrediti izvod funkcije: |

341. f(x, y)=Vx*+y? u pravcu e (cosa, cosP) u tatki (O, 0).:
342. f (r)=¢7 ru proizvoljnom pravcu e u tacki M x, », 2).
RjeSenja; -
341. Prema definiciji

i{:= lim f(M)__iQ_)(p=6’ﬁ)_

de *° e

_Kako je f(M)=f(pcosa, pgosp)=Ve% f(0)=0,
df

to je
- ‘
— = lim E= 1.
de °° °

342. df(—;):: lim fG+e)—f(r) _
de -°7° P

= lim — =
p—0 P

—lim £2€ 7. e

—0
e . e

Dakle, izvod ne zavisi od tatke, nego samo od smjera u kome se traZi.



343. Ako Je f(x, y, 2) skalamg, a a(x, ¥, 2) vektorska funkcua,y
onda je div (f- a) =f-div a+a -grad f. Dokazatl

Rjesenje. V-(f.a) (;3()—+]-a—‘?;!+kd ) (fa11+f a21+fa,k)=

) ) )
=£(fa,)_+a-;(faz)+£(fa3)=

o
. f 1+—£ a2+___ a3+f.(%+a_aZ+%)=
s dx o0y oz dx 0y 0z

—a- gradf+f-,div;;.
344. Odrediti skalarnu funkciju f(r) tako da bude div [f(r)-r]=0.
RjeSenje. Na osnovu zadatka 343. bice

divLf () =3/ () +7 grad £(r) =31 () +£" ().
-z ~

3f)+f'(n)-r=0
dobija se f(r)=£3. ;
. r

345. Pokazati da je div (fgrad 9)= f A¢ + grad f- grad ¢.
Pokazati da je . ‘ '

346. rot (Z+ l_;) =rot ; +rot F

347. rot (f-:z)) =frot_¢; _ax grad f.
Rjesenje. 347.

rot (f a)=

- ‘)(faa)_a(faz) _i'_*_
oy 0z

+ [0 (fa1) a(fas) ]J I:o (faz) ()(fal)]
0z 0x ox oy

f(()a3 ()az)-i>+

S f(t’_ex__f’_f’s_);,f(é_&_@i)a

0z 0x ox 0y



+(a3—0—j:——a20—£)7+ (a, Z—f—a3?—£)7+ (azo—f——-a ?—)E=

oy 0z ox ox 'y
i7 ok T 7k
o 0 0
=f|— — — |=| a, a, a; |,
fdxdydz e
a, a, a of 9f of
0x 0y 0z

odakle slijedi tvrdnja.

Ovo izvodenje date jednakosti moZe se sprovesti-u kondenzovanom
obliku:

rot (fa)=Vx (fa)=V » (fa)+V x (fa) =

¥(Vf)x;+'f'(V><(—;)=f-rot¢7—¢7xgradf.

Oznaka * iznad slova oznaava da se u proizvodu operator V
L]

primjenjuje na naznatenu funkciju. Tako u izrazu Vx (f Z) operator V

N
primjenjuje se samo na a; pri tome se uzima f kao konstantan ¢inilac,
pa se iznosi ispred znaka V.

Pokazati da je:

348. div(ax b)=b-rota—a-rot b.

349. rot (axb)=(bV)-a—(aV)b—bdiv a+a div b.
350. grad (;- 1?) —axrtoth +bxrota+ (—; \Y) b+ (FV) a.
351. rot (grad f) =0. /

352. div (rot @) = 0.

Rjesenja: . S

348. div(@ x b)=V(ax b)=V(ax b) +V(@x b)=b(V x a) —a-(V x b).

Pri prelazu na posljednju jednakost iskori§¢ena je osobina mjeSovitog
proizvoda |

— — — - —_ - =

A-(BxC)=B-(Cx A)=C-(Ax B).

349. rot (@x b)=Vx(@xb)=Vx(@xb)—Vx(bxa),



Prema pravilu za dvostruki vektorski proizvod

 Ax(Bx E);E.(C-A)—E-(A-B)g (C-A)-B—(4-B)-C

_ dobija.se i
rot@xb)=@V)a-b-(Va)+a(V-b)— @ V)- b=

~bV)a—@V)b+adivh-5-diva

— 0 0 ,.d. T B
aV)=a, —+a,—+a,— novi operator
S P A |

””””” i

Treba. napomenuti da je

PRIV TN bt st

koji se na vektor b primjenjuje ovako: .
(ZV)B;(ali+azi+a,2—).—b’=a,ab %6 a ab.

TN grad '(; b)y=V(a- b) - V'(Z}-'E):i v (:‘ Z9) ;

to, stavljajuéi 4=a, B=V, C=5 dobija se

V@B=ax(Vxb)+@Wb,

i analogno B
V@ -b)=bx(Vxa)+BV)-a.

Slijedi R

grad (;.7;) —axrotb+bx rot a+ (ZV)"F—F"(_I; ) a

|

‘L
9 —’
9

dexayazl

e~
Sl

L VA=

N

N

<
&
g

|

jer se uzima da su drugi mjeSov'ti izvodi funkcije f nezavisni od poretka
diferenciranja, $to je sigurno tludaj ako su ti izvodi neprekidni. '~



352. V(Vxa)=(VxV)a=0.

353. Pokazati da je rot f(r)r=0.

Rjesenje. Rezultat slijedi na osnovu zadataka 332. i 347.
354. Pokazati da je (aV) (b-c)=b[(aV)c]+c[(aV)b].

355. Izradunati div grad —1— (Rezultat 0).
r

356. Odrediti kons:ante a, b, ¢ tako da vektorsko polje

V= (x+2y+az)7+ (bx — 3y—z)7+ @x+cy+22) k bude
potencijalno. Naéi potencijal dobijenog polja.

Rjesenje. Konstante a, b, ¢ odredujemo iz uslova rot v=0.

No,
i ik
otv=| 2 9 O e+ )Tr@-97+0-2F,
ox oy 0z
x+2y+az,bx—3y—z,4x+cy+2z
pa je

rot7=—6¢>c= —1,a=4,b=2.

Dakle, vektorsko polje

7=(x+2y+4z)7+(2x—3,y—z)?+(4x—y+22)_7c)

je potencijalno.

Potencijal polja v je ona funkcija F(x, y, z) za koju je grad f=_;
Otuda funkciju F odredujemo iz uslova

OF i2y+4z ‘ )
ox v

ﬂ-7=2x—3y—z o ®
oy '

oF

—=4x—-y+2z . 3)
0z o






Rjesenja:

359. Uslov diva=0 je ispunjen, dakle, polje je solenoidalno. Vektorski

potencijal polja a je vektorsko polje b tako da je

a=rtotb.

(1)

Komponente vektora —b)=(P, 0, R) odredujemo iz sistema jedna¢'na

OR 0Q
= =Y
oy 0z
oP_oR_ ,
0z OXx
900 0P s
ox Oy

koji je ekvivalentan vektorskoj jednaéini (1).

Kako je rot (grad f)=0 (zadatak 351), to je

rot b — rot b+ rot (grad f)=rot (;+ grad f),

(2

(3)

4

pa se moZe uzeti da je R=0, jer se mo¥e izabrati funkcija f tako da je

(Lf-: — R. Sada jedna&ine (2), (3) i (4) postaju

oz

Iz (5) slijedi

a iz (6)

Funkcije ¢ i ¢ odredujemo na osnovu (7), tj. iz

0
0z ’
or_

0z

900 9P _
ox 0y

O=—-pyz+9(x, »)

P=z%+¢(x, ).

00(x, ) 0Y(x, »)

Jox oy

=x3.

(5)

6y

(7

" (8)

)

(10)



Proizvoljnost funkcija ¢ i ¢ ograniena je jedino uslovom (10), pa
mozZemo uzeti da je (na primjer)

?(x, y)=)—:;, ¢ (x, y)=0.

Tada je
co 4 x4
P=—’ Q=—y32+—»
a traZeni potencijal je
IN 4 — 24—> x4 —
T ()
4 4 /

360. Za samostalan rad.

361. Rezonovanjem kao u zadatku 359. vektor l—))= (P, Q, 0), za

koji je rot b=a, odreduje se iz sistema jednacina

a—Q=6yzzx—422x2, o—P=2x2y—822xy,
0z . 0z
ég—£=3y222—42x2yz.

ox 0y

Dobija se

Q=3y222x—%z3x2+<p(x, ¥)

P=2x2yz—%z3xy+¢(x, »).

Funkcije ¢ i ¢ odreduju se iz jednacine

99 _ob_,
ox 0y

MoZe se, na primjer, uzeti da je

o(x, »)=0, ¢(x, »)=0.

Potencijal je

b= (2"2)’2—%23 x)’)-l?—k(3}’222x—%z3'x2)1_'T



362. Stavljajudi Z:-(P, Q, 0) funkcije P i Q odredujemo iz uslova

i)—Q=2x2 ) aP——~—3x22, ‘)—Q——?—}—)=4xyz.

oz 0z ox 0y

Dobija se:

Q=2x2y2+<p(x, y)’ P= —xz3+¢(x, }’),
pri ¢emu funkcije ¢ i ¢ moraju ispunjavati uslov

de(xy) _9b(x ¥ _,
dx oy )

Izaberimo, radi jednostavnosti, da je ¢=¢ =0. Dobija se

b= —x2i+ 2x2yzf
363. Za samostalan rad.

Odrediti funkciju f (x) tako da vektorsko polje 2 bude solenoidalno,
. a zatim naéi vektorski potencijal dobijenog polja:

364, a=(1+x2) f(x)i+2xyf(x)j—3zk.

2x -
Y fxi-
14 x?

365. a—f(x)i+ 32 %

1+x?

Rjesenja:

364. Funkciju f(x) odredujemo iz uslova div ;.= 0, tj. iz jednacine
(A+x2)f (x)+4x f(x)—3=0.

Izborom konstante ¢ uzimamo da je

Polje

3 -_— 3 —_ —_

x3+3x i+2xy(x +3x) " 32k .
1+ x? (1+x2)? :

—
a=

je solenoidalno. Komponente vektorskog potencijala b= (P, O, 0), (rot_3=;),
odredujemo iz jednacina

00 x3+3x d_P_2xy(x3+3x).",
oz 1+x2° 0z (1:’{-)(72)2

00 _op_
dx—c—)—;—

-3z



Bice

x*+3x)z 2xyz(x3+3x)
- XTI e, y), PRI TR
¢ 14 x? 2@ 7) (1+x%?

pri ¢emu funkcije ¢ i ¢ zadovoljavaju jednainu

29 2y_,
ox 0y )

Uzimajuéi da je p={¢ =0, dobija se
3_2x2yz(x2+3) 7 xz(x2+3) —

h (1+x%)? 1+ x?
365. Za samostalan rad.
366. Dato je vektorsko polje a—f—(——) r, r=|7|).

a) Odrediti vrstu polja.

+9x ),

b) Odrediti funkciju f(r) tako da polje bude Laplasovo.
c) Za dobijeno Laplasovo polje odrediti skalarni potencijal.

r

RjeSenje. a) rota— Vx[f () ] 0. Polje je potencijalno.

din=V[f(r) 7J= 3 A +r_"-grad|:fi
r

-

r

30, d [f(r)]_
dr

r r

U opétem sludaju, dakle, div ;;éO, tj. polje nije solenoidalno, pa ni

Laplasovo.

b) Odredi¢emo funkciju f(r) tako da bude div_¢;=0, tj. da polje

bude Laplasovo (rot Z=6, div a= 0).

1z
r dar|l r
slijedi
r d[f0]__3
f(@r) a [ r ] r
i zatim

f_(’_)

=—3Inr+In|C|




Znadi,
10.€, 4 r0-

r r3

<
re’
. > C—.
Polje a=—rje Laplasovo.
r

¢) Potencijal F polja ; -—-E;—-?odreduje se iz uslova
r

—C'—-7=gradF.
’3
Kako je .
‘ grad (—£+Cl)=—q—-;:
r r
to je
F= ——C—+Cl.
r

367. Ako je polje P (a,, a,, a;) Laplasovo, onda su komponente
a,, a,, a, harmonijske funkcije, tj. vazi Ag=0 (i=1, 2, 3). Dokazati.

368. Ako su komponente a,, a,, a, polja a= (a,, a,, a;) harmonijske
funkcije, tada polje a ne mora biti Laplasovo. Navesti primjer. -

Rjesenje. Polje a=r ima komponente koje su harmonijske funkcije,
ali zbog

diva=divr=3=£0

to polje ipak nije Laplasovo.
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